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Technischer Bericht Nr. 168

Identifizierung unbekannter Kenuwerte von dynamischen

sttemen

Zusammenfassung:

Wahrend fiir die Zustandsschatzung linearer dynamischer Systeme
eine vollstandige Theorie zur Verfiigung steht, gibt es bis-

her zur Identifizierung nichtlinearer dynamischer Systeme zahl-
reiche Methoden, die haufig nur empirisch begriindet werden

und deren Anwendungsbereiche in der Regel eingeschrankt sind.
Hier werden die wesentlichsten Verfahren erlautert und einige
an einem Beispiel auf typische Eigenschaften untersucht und

verglichen.
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1. Einleitung

Ziel dieses Forschungsvorhabens ist es, verschiedene nichtlineare
Filtermethoden auf ihre Eignung zur Systemidentifizierung zu un-
tersuchen und zu vergleichen. Unter Systemidentifizierung wird
hier die gleichzeitige Schatzung von Systemparametern und Zustands-
grofen eines dynamischen Systems verstanden. Zunachst soll erlau-
tert werden, wie sich die Systemidentifizierung auf eine einfache

Zustandsschatzung und damit auf ein Filterproblem reduzieren lafit.
Das Filterproblem

Hierbei wird von der folgenden Aufgabenstellung ausgegangen.

Gegeben ist ein dynamisches System, auf das stochastische Prozesse
mit bekannten Korrelationsfunktionen einwirken. Die stochastischen
Prozesse konnen Nutzprozesse, Storprozesse oder eine Uberlagerung
von beiden sein. Mit einer Mefeinrichtung soll der Zustand des
Systems bestimmt werden. Das Mefergebnis wird dabei durch einen

weiteren Storprozefl iiberlagert.

Aufgabe eines Filterverfahrens ist es, aus der gestorten Messung

eine moglichst gute Schatzung fiir den Zustand des Systems zu

liefern. . v
dynam. Me b- Sehatz. A
MW x 2 X
System einrichtung Filte v ?

Es wird angenommen, daf das System und die Mefeinrichtung durch

die folgenden mathematischen Gleichungen beschrieben werden.

Fiir den Zustand des Systems gilt

X(t) = pCt, x(2)) + gt, x)e w ) (1)
(stetiges System)
oder
Kgew = q)(tk; Xk) + r,(tk/x“)' Wk (1a)

(zeitdiskretes System)

mit dem Anfangswert x (to) = Xo



Dabei sind

X(t), ¥ % n dimensionale Vektoren

{\w(t)‘tell} ein n-dimensionaler weifller Rauschprozef mit

der Varianz Q(t)

A e Zustand eines n-dimensionalen unabhangigen
stochastischen Prozesses mit der Verteilung
N(o, Qk).

Xo eine N(io, Po) verteilte n-dimensionale Zufalls-

grofe unabhangig von f We  Ke 1,2, ... }

f, g, q) und [ sind nichtlineare Funktionen. f und g erfiillen
die Voraussetzungen, die die Existenz und Eindeutigkeit der sto-

chastischen DGL (1) auf einem abgeschlossenen Intervall sichern.

Fiir die Messung gilt

2(t) = h(t, x))+ v (k)

(zeitkontinuierliche Messung)

(2)

oder

2 v = M(tk'xk)ﬁ- AV (2a)
(zeitdiskrete Messung)

Dabei gilt zusatzlich
2(t) ist ein m-Vektor
¢ v (*).*-eﬂl}' ist ein m-dimensionaler weiBer Rauschprozef

mit der Varianz R(t).

V¢ ist Zustand eines m-dimensionalen unabhangigen stochasti-

schen Prozesses mit der Verteilung N(O, Rk).
h und m sind nichtlineare Abbildungen.

Von der Anwendung hdngt es ab, welche der Gleichungen (1) und
(2) man betrachtet. Je nach Kombination spricht man vom stetigen,

stetig-diskreten oder vom diskreten Filterproblem.

Bem. 1: In Gleichung (1) wird eine iibliche aber ungenaue Schreib-
weise fiir eine Ito DGL verwendet, die mathematisch ein-

wandfrei zu schreiben ware als



d x (&) = &, xNAt + oCt xlE))ek B(t)

mit { ﬁ(t)lf;e m\} als Jiener Prozef

Bem. 2: Zunachst erscheint es als starke Einschrankung, daf w(t)
in Gl. (1) alsweiBes Rauschen angenommen wird. Weifes
Rauschen ist physikalisch nicht realisierbar, und es fragt
sich, wie man ein dynamisches System mit Ililfe von Gl. (1)
beschreiben kann. Hier sollen nur zwei einfache Spezial-

falle erwahnt werden:

a) In manchen Fdllen erreicht man eine geeignete Darstel-
lung des Systems durch '"Zustandserweiterung'. Dies
trifft z.B. zu filir ein stationdres normalverteiltes

Systemrauschen w(t) mit der Korrelationsfunktion
2 9 —g 1zl
RCed= 6" (3)- <
w(t) erfiillt die stochastische DGL

S (t) = g W) + B.g- BCED

wobei B(t) weifBes Rauschen bezeichnet.

Wird dann das dynamische System beschrieben durch
vy = § (b vy + § e, y))-K Ce) ( 1b)
so erhalt man fiir den erweiterten Zustandsvektor
Y 3 ;
&, ) eine DGL in der Form von Gl. (1).

b) Bei linearen Systemen kann man auf die Zustandserwei-
terung verzichten und Gl. (1b) als Approximation fiir
Gl. (1) auffassen, wenn die Korrelationsdauer des

physikalischen Rauschens hinreichend klein ist.
Das Identifizierungsproblem

Hier soll nur das diskrete Identifizierungsproblem beschrieben

werden; fiir das stetige Problem gelten analoge Gleichungen.
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Beim Identifizierungsproblem sollen aufler dem Zustand noch ein
oder mehrere Parameter geschatzt werden, d.h. anstelle von

Gl. (1a) und Gl. (2a) behandelt man die folgenden Gleichungen:

Xnea = ¢(tu,x.,_,(’u.>+ P(QK,XK'QK)-WK (1¢)

2, = m(QK,XK'VK)-o—VK (_20)
Dabei sind P 9y und ry unbekannte vektorielle Parameter.
Gesucht ist eine '"moglichst gute'" Schatzung fiir Xer Py 9y

und rk.

Falls die Parameter zeitkonstant angenommen werden, gilt zu-
satzlich zu Gl. (1c¢) und Gl. (2c¢)

Pk*d = PK C‘#Ki'q = q‘\.g YK*A = Y (1d)

Diese Gleichungen stellen zusammen mit (1c) ein System stocha-
stischer Differenzengleichungen fiir den erweiterten Zustands-

vektor(xk,ﬁhgmkadar, der die unbekannten Parameter mit enthalt.

Sind die Parameter zeitabhangig oder werden sie als stochasti-
sche Prozesse aufgefafit, so mufl man (1d) i.a. durch eine ent-

sprechende stochastische Differenzengleichung ersetzen.

Auf die erweiterten Zustandsgleichungen wendet man dann ein Fil-

terverfahren an.

Damit ist.das Identifizierungsproblem dem Filterproblem unterge-

ordnet worden.

2. Die theoretische Losung des Filterproblems

Zunachst muB definiert werden, was unter einer '"moglichst guten"
Schatzung zu verstehen ist. Je nach Giitekriterium ergeben sich

unterschiedliche Filterverfahren.

Sei % _ eine Schitzung fiir x, damistX_ = X_ - x,_ der Fehler die-
ser Schatzung. Die Giite der Schdtzung sei beschrieben durch eine

"Verlustfunktion" c(X) mit den folgenden Eigenschaften:



1) C(O):O

. ~ ~ a ~
2) aus | %X | % Ix')  do1gt cCRL) » cC &)
Der Erwartungswert der Verlustfunktion heiffit Risiko.

Eine optimale Schatzung liegt vor, wenn das Risiko minimal wird,

~ ~T o
Wahlt man z.08. C( xk) = X w * X K s So erhalt man eine op-
timale Schatzung, die "Schatzung mit kleinstem mittleren Fehler-

quadrat" genannt wird.
Fir Schatzprobleme stehen einige Ergebnisse zur Verfigung:

Satz 1: Sei Xwn = E ( X | 24.. .2y ) der bedingte Lrwartungs-

wert von X bei vorliegenden Messungen 24, 2,.... 2w« .

!

Sei pP( X!l 240 2) symmetrisch beziiglich ik und unimodal.
Dann ist fiir jede Verlustfunktion &k die optimale Schatzung

fiir X, (s. Sherman /11/).

Satz 2: Unabhangig von der Gestalt der bedingten Dichte ist der
bedingte Erwartungswert von X die Schatzung mit kleinstem mitt-

leren Fehlerquadrat (s. Jazwinski /8 /).

Sinngemafle Aussagen gelten fiir stetige und stetig-diskrete

Schatzungen,

Diese beiden Sdtze beinhalten, daf man das Filterproblem weit-
gehend gelsst hat, wenn man die bedingte Dichte p( %, l2,...2«)
kennt. Aus ihr kann man nicht nur den optimalen Schatzwert ab-
leiten, sondern auch allgemeine Aussagen iiber die Genauigkeit
der Schatzung. Fiir diese Dichte gilt die Bayes'sche Rekursions-

formel

Pk\'1|K¢4 - P(qum‘?q... 2»\..4)

= C’K P(qu.q‘x»\vq )' P(Xk‘:q--.zk) (3)
Cw =4/ S P(XK|24 zk-q) P(KK|?4...'2\‘)
n"
und
PK#«lK ¢ = P()(K*.,‘2.,... ZK)
= S P(X»\+1,XK) . P(x“\z,... 2w ) cA X v (3a)

R
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Dabei ist

1 T A
P(zg\x,‘)= 1 ) Q-E(z“"m“'\,"u)) Rh. (ZK‘M(G.\’,(K))
(2w)

mia

| R} % (3b)

und

1
QM™ jaw] "M kw, X))

PC%usalxu) =

(3c)

- § Oxae Pl %) (Pl ) B T Tk, %0)) ™ (e = D G, 3 )
e Q

Fiir die bedingte Dichte beim stetigen Filterproblem gilt der
Darstellungssatz von Bucy /3 /.

Satz 3: Unter ausreichenden Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsbedingungen fiir p(x, t) und im Fall der Existenz der auf-

tretenden Integrale und der Dichten gilt

Py 1 2¢2) o g T €t )= Py

E (eMe | x(t)esy Iz(t)‘tos?et)- P(\/.t)

- ' (4)
E (e * la(e) ;te ¢€ st)
mit
% +
Ho = -3 5 &(s.x(s))rﬂ“ A(s,x(s))dks + SLT (s,x(s))R"dz(s)
te to

Aus dem Darstellungssatz fiir Pert kann man die Kushner'sche
Differentialgleichung herleiten, die als Analogon zu den Glei-

chungen (3) zu betrachten ist (Bucy /3 /).

dpge = L Cpere Dokt « ( Bk, xt4)) = B (e, x()) R (),

. (4a)
s (d () = &, xCO) S D e p



mit
RCe, x()) = § Rl pCxI12(2) 4o 48t ) h
und l‘lhh a ( ) " 2 a 1-))
A 4 2 (+ (q.
RC«de = 2 IR AL
tw 4 aX\. Ciwa © X ax’

wobei i, 4 die Komponenten der entsprechenden Vektoren oder
Matrizen angeben.

Bisher gibt es keinen theoretischen Losungsansatz fiir diese par-
tielle DGL. Besondere Schwierigkeiten bei einer Losung ergehen
sich daraus, daff auf der rechten Seite bedingte Erwartungswerte
auftreten, die in der Regel nur berechnet werden kdnnen, wenn
samtliche Momente der gesuchten Verteilung bekannt sind. Nach
Bucy /4 / ist auch eine Lésung der DGL mit Hilfe von Differen-
zen-Verfahren nicht erfolgversprechend, weil diese Verfahren in-
stabil werden.

Eine Ausnahme bildet das lineare Filterproblem. Fiir das System

X(4) = FCLY xCEY + G Cx) ()

(5)
208) = M) x (&) + v (®)

mit F(t) und G(t) als nxn Matrizen und M4 (t) als mxn Matrix
ist die bedingte Dichte normalverteilt und wird daher durch
die ersten beiden Momente charakterisiert. Aus (4a) l&aft sich

dann ein System gewdhnlicher stochastischer Differentialglei-
chungen mit eindeutiger Losung herleiten:

A

L) = FO) X +PLOIMU) RTTDIT 20 - meed x ()]
P (4)= F(t) PC4Y + PCE) FLA) 4+ GUED Q) 6T (E) -

S P QYD) GT(R) - PCAIOIMODORT(DO M (1) PCE)
(6)

A

mit X (£) = ECx(ed 1 2(e) (to €2 s t ) und

PCL) = B ((e(4) - RENCx()- R )Y 12€2) £,¢2 ¢ L),

siehe Bucy /3 /e



%(t) ist die Schidtzung mit kleinstem mittleren Fehlerquadrat
und P(t) ist die Kovarianzmatrix fiir den Fehler (zentrale Ko-

varianz von x(t)).

Im Gegensatz zur Gleichung (4a) sind die Gleichungen (6) nume-
risch einfach zu 16sen. Sie sind als "Kalman-Bucy" Gleichungen

bekannt und werden haufig zur Zustandsschiatzung verwendet.

Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir das stetig diskrete

und das diskrete Filterproblem.

3. Naherungsveri'ahren fiir die Berechnung der bedingten Dichte

La analytische Losungen fiir (3) und (4) im nichtlinearen Fall
nicht existieren, ist man auf Ndherungsverfahren angewiesen.

Im folgenden werden drei solcher Verfahren beschrieben.

3.1 Entwicklung der bedingten Dichte in Orthogonalpolynome

Dieser Losungsansatz wurde beschrieben von Sorenson und
Stubberuds /14/, Fisher und Stear / 7/ und Bucy / 5/.

Mathematischer Hintergrund:

Eine Funktion f(x) wird auf einem Intervall I in eine Reihe
von Orthogonalpolynomen entwickelt, so dafl der Fehler moglichst

klein wird. Als Orthogonalpolynome wdhlt man zweckmédfligerweise

die Hermiteschen Polynome Hi(x), L = 2:8450uss
1Cx) ~ P x) = > ar HIGO Vg
L'ro
mit

§ wix) (px) = R'(xI) A x = min
I

Dabei ist w(x) eine positive Gewichtsfunktion auf I.

Dieser Ansatz ist sinnvoll, wenn gilt

P Cx) = i a:. R (x) (7a)

\Fo
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Ist f(x) eine Dichte, so wird f(x) hdufig in eine Edgewoodreihe
entwickelt. Dieser Ansatz unterscheidet sich nur geringfiigig

von Gleichung (7).

Mit einer Darstellung (7) der Dichte berechnet man dann aus
Gleichung (3) Rekursionsformeln fiir die Momente der Dichte und

die Koeffizienten a, der Reihenentwicklung.

Fisher und Stear 10sen diese Aufgabe im stetigen [Fall und geben
gewohnliche DGLn fiir die Koeffizienten an, Bucy entwickelt dis-
krete Rekursionsformeln. Diese Gleichungen sind jedoch praktisch
nur numerisch und mit Hilfe von Linearisierung zu losen. Sorenson-
Stubberuds vereinfachen daher das Problem, indem sie die Funk~-
tionen CP und r-1 um eine geeignete '""Nominallosung'" in eine
Taylorreihe entwickeln und nach dem 3. Glied abbrechen. Damit
erhalten sie einfache zu losende Formeln fiir die Koeffizienten.

Vorteil dieses Verfahrens: Vorausgesetzt, daf die Bedingung (7a)

erfiillt ist und daB der Rechenaufwand es zulaft, kann man die
bedingte Dichte gut approximieren.

Nachteile des Verfahrens:

1. Nicht jede Dichte 1aBt sich durch eine geeignete Reihe

approximieren.
2. Man kann schwer abschdtzen, wie genau eine Approximation ist.

3. Durch Rundungsfehler konnen negative Werte fiir die bedingten
Dichten angenommen werden, was numerische Instabilitdt nach
sich zieht.

3.2 Darstellung der bedingten Dichte als Summe von Dichten ver-

schiedener Normalverteilungen

Der mathematische llintergrund:

Satz 4: Eine stiickweise stetige Dichte p(x) ldBfRt sich auf einem
Siani A

abgeschlossenen Teilintervall des R. gleichmafig durch eine
Folge

+ OO

P,‘(x) = j Shl(x-u)plu)du (8)

approximieren, d.h. es gibt ein 2, mit P (x) —s P(K> .
7!*37\5



Dabei ist J, (X) eine positive '"Deltafamilie", d.h.

a) Es gibt ein a, so dapf gilt

T S0 dx — 1

e 22,
b) Fiir alle 0 <& x < eo gilt
5 Cx) > 0O leichméfi
2 e gleichmafig
c) §, x> » O fiir alle x und A .

Beweis, siehe /18/

Bemerkung: Der Satz gilt auch fiir hohere Dimensionen.

Setzt man

A X
A - 7
CS;, (x) = M, (x)Y= NM(O,2) = o 2 5 )
’ | (2 at)”? , 20=0,

und approximiert man (8) durch Riemann'sche Summen

L

1 2‘ . - .
P-('a (x) ] T = P(x‘\) Na(x’xi)(Ys"?»--\) (9)
k Lo 4
so erhdlt man eine endliche Approximation fiir p(x). Dabei ist
f'{:} eine Zerlegung eines bel. Intervalls (a, b), die x; sind so

gewadhlt, daBf gilt :
<.

PCx: ) (% - ) = S PCxDh x
$i-a
(Mittelwertsatz)
und
b

K = j F(x)c)\x

('S



Bemerkung: Py 2 ( x) ist eine Dichte,

Gleichung (9) verwendet man als Darstellung der bedingten Dichte
in (3). Mit Hilfe von Linearisierung kann man dann Rekursionsbe-
ziehungen filir die Parameter entwickeln und dann das Filterproblem

losen.

Dieses Verfahren wurde entwickelt von Alspach und Sorenson /1 /.

Die Vorteile des Verfahrens sind:

1. Die Approximation der bedingten Dichte gilt fiir eine
groBBere Klasse von Dichten als die Approximation durch
Orthogonalfunktionen und kann mit beliebiger Genauigkeit

erreicht werden.

2. Die Approximationen sind Dichten, daher ist das Verfahren

numerisch stabil.

3. Da die Dichten aus Summen von Normalverteilungsdichten be-
stehen, kann man lokal linearisieren und die Koeffizienten
der Approximationen aus den linearen Filtergleichungen (6).

bestimmen.
Die Nachteile des Verfahrens sind:

1. Die Reihenglieder in ( 9 ) sind nicht orthogonalisierbar,
so daBl eine Linearisierung notwendig ist, um die entspre-

chenden Koeffizienten rekursiv berechnen zu konnen.

2. Der Rechenaufwand ist erheblich.



3.3 Das Verfahren von Bucy

a)

b)

Der mathematische Ilintergrund

Dies Verfahren wurde zur gleichen Zeit wie das vorher be-
schriebene entwickelt und geht von den gleichen Voraussetzun-

gen aus.

In Gleichung (8 ) wahlt man
J}(x-u')s Solx-u) = &x-w)

Dann erhdlt man analog zu (9) eine Approximation fiir p(x)

als Summe von diskreten Dichten.

o
Pd(,x) ~opa (XD = %4 A P(x;} , (10)
Z.{;::/'

Dabei ist (P4 (2 wieder eine bedingte Dichte.

Beschreibung des Verfahrens:

Ausgang sind die Gleichungen (1a), (2a) und (3). Die Gl. (3)
lost Bucy mit dem Ansatz aus Gl. (10) fiir die bedingte
Dichte. Auf den Koordinatenachsen im Rﬁ zeichne man je
(2M + 1) Purikte symmetrisch zum Nullpunkt aus. Auf diese
Weise erhilt man ein Gitter § 9w k=42, §  von (3M+1)"

Punkten im ﬂlu « Dann gilt die Rekursionsgleichung

2AMen

Cle Pigtesy Elgs ba, J & ¥« Twss (%K(cq...g\,3.,_-,(5,...5‘,)).

11'--:)-\=4
. PK-11K~Q(’:)4 - 5\;\)

( Cia... (. ) bezeichnet einen bestimmten Gitterpunkt)

mit



= 4

TK($K+1(':4--- Cw ), %K(').....Z)_\ Y e

-

2rep ( 2 R m (L 9gw(5a50)) - MT(tK,gn(s....‘).‘)).Rk'q ’ _—
11
e Mt 9ul3. .. 5..)))-A/(%m,(c....ck)_q;(t,‘l%().w 2 )

r'(b\(*'"o)\‘"'C\'q...t:.\ )) . Q w PT(tK44 (%qu Lng s s C“)))

(11) ist hinreichend, um die bedingte Dichte zu berechnen, wenn
eine geeignete Anfangsdichte gegeben ist. Um den erheblichen
Rechenaufwand herabzusetzen, werden die folgenden Maffnahmen an-

gewendet:

ol ) Das Gitter wird nicht fest im R" gewahlt, sondern nach
jedem Schritt so festgelegt, daB sein Zentrum mit dem Er-
wartungswert der bedingten Dichte méglichst ilibereinstimmt
und seine Maschenweite der Varianz der bedingten Dichte an-
gepaBt wird. Dadurch kann man mit kleinstméglichem AA
einen Bereich iiberdecken, indem das bedingte Wahrscheinlich-

keitsmafl konzentriert ist.

B8) Nach der Berechnung eines Wertes der bedingten Dichte werden
"Erwartungsgebiete'" fiir den nachsten Wert berechnet und dann
nur noch Gitterpunkte beriicksichtigt, die innerhalb dieser
Erwartungsgebiete liegen. Auf diese Weise werden vernach-
ldssigbare Summanden in (11) von der Summation von vorn-

herein ausgeschlossen.

Bem.: Fiir die Berechnung der bedingten Dichte ist bei diesem
Verfahren keine Linearisierung notwendig. Abgesehen hier-
von hat das Verfahren dhnliche Vor- und Nachteile wie

das Verfahren von Alspach und Sorenson.

3.4 Ein Vergleich der bisher beschriebenen Verfahren

Die Verfahren, die bisher beschrieben worden sind, haben die

folgenden Eigenschaften gemeinsam:

1. Sie sind mathematisch fundiert und konnen theoretisch gute

Approximationen der bedingten Dichten liefern.

2. Indem man die bedingten Dichten berechnet, kann man aufler der

Schatzung prinzipiell noch die hoheren Momente der bedingten
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Verteilungen berechnen und danach Entscheidungen iiber die

VerlaBlichkeit der Schatzungen treffen.

3. Erkauft werden diese Vorteile durch zum Teil sehr groflen Re-
chenaufwand, weshalb diese Verfahren fiir "online'" Schatzungen
ausfallen. Bucy / 5/ hat umfangreiche Untersuchungen in Be-
zug auf Rechenaufwand und Genauigkeit an zwei nichtlinearen

Beispielen 2. Ordnung durchgefiihrt.

Dabei lieferte das Verfahren mit Orthogonalpolynomen gute

Werte, wenn man Polynome 9. Grades beriicksichtigte. Fiir dies
Verfahren gelang es Bucy, die Rechenzeit auf 0.3 Sekundenauf
einem IBM 360 Rechner pro Verarbeitung eines Mefwertes herab-
zusetzen. Fiir das Verfahren von Bucy betrug die Rechenzeit

das 150-fache des Verfahrens mit Orthogonalpolynomen. DBei
beiden Verfahren wurden dabei Methoden verwendet, wie sie in
Abschnitt 3.3 beschrieben sind, um die Rechenzeit herabzusetzen.

Anderenfalls ist die 6-5 fache Rechenzeit zu erwarten.

Der Aufwand fiir das Verfahren von Sorenson-Alspach diirfte
ebenso hoch sein wie fiir das Verfahren von Bucy, obwohl dariiber
keine expliziten Aussagen vorliegen. Bucy erreichte bei -seinen

Beispielen fiir alle drei Verfahren etwa gleich gute Schatzungen.

4., Praktisch anwendbare Verfahren zur Losung des nichtlinearen

Filterproblems

Wahrend bei den bisher beschriebenen Verfahren versucht wird, die
optimale Losung des Filterproblems im Rahmen eines vertretbaren
Rechenaufwandes moglichst gut zu erreichen, wird bei den folgend
beschriebenen Verfahren von vornherein darauf verzichtet, Glei-
chungen fiir das optimale Filter zu l6sen (suboptimale Filter).
Stattdessen wird auf Plausibilitatsannahmen zuriickgegriffen, die
die Filtergleichungen erheblich vereinfachen und so einen ''on

line'"-Betrieb der Filter ermoglichen.

4.1 Das modifizierte Kalman Filter (EKF)

Dies ist das bisher am haufigsten angewendete und an zahlreichen
Beispielen auf seine Zuverlassigkeit hin untersuchte nichtlineare

Filter. (Literatur:/2/, /6/, /8/, /9/, /10/, /16/)
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Die mathematische Formulierung:

Beim EKF werden die Systemgleichungen (1) und die Mefgleichung
(2) um eine durch Prddiktion (Extrapolation) gewonnene Zustands-
trajektorie linearisiert. Bei der Hinzunahme neuer Meflwerte er-
folgt dann eine Korrektur der Pradiktionswerte durch ein Kal-

man Filter fiir das linearisierte System, siehe Gl. ( ().

Hier sei das Verfahren erlautert fiir ein stetig diskretes Fil-

terproblem, auf das diskrete Filtergleichungen angewendet werden.

Angenommen, es liegt bereits eine Schatzung §\~u< mit der Ko-
varianzmatrix Pwix vor (fiir k=o sind dies die vorgegebenen
Anfangswerte). Dann linearisiert man f, ¢ und m um die extra-
polierte Zustandstrajektorie X(t).

t
() = Xy + | 2z, x(eMhz £t

tw

g e, x(x)) x D(r, X(t)) Flt,x@) (x+) - %)) (12)

6t . x(E)) = %(t, x (£ 1)

)
m o, X ) Mt XY + M, XENxt) - KG)

Flt % (), = 28 xt0)

2 L \.--1....?\
D X: x(£) = X(H) 34 ..on
3 '
- @ m; (t,x(%)) e A.... m
M (&, ), = ‘ | i
a )(3 X(i)"_((t) 3:4‘....'\

Dann gelten fiir den Vektor § x (1) = x(t) - x (t)
und fiir & 2@() =20) -m @t X ()

lineare Gleichungen, die man diskretisiert zu

§ Xuen = P Chnun b KN ww + Wiy (13)

S2w =/\/\({K(>*<K3c9x,< + VK
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mit 8Xo=o, W = N(OIQV\) und \/K:A/(()Irzv\>

Dabei berechnet man q:’ Cheqas . X w ) aus F (t X (%))
und dann Qk zu

Cwsa

o - 5 cf) (twea, T, >T<r))6(«:)&(:)6?&)@1(&“4,@ x@)eAT (14)

tw

Wendet man die Kalmangleichungen auf (13) an, so erhdlt man
die folgenden Schatzgleichungen fiir Xeh1 und P,
twen

- — QK\K + g 2(1l;(t I x(te) < xuie ) ot (15)
tw
A T
Py\,-—”vg - @ ('{:K +4l£\< | XK\K ) PKIV\ '@ (.tK-t‘\lt"\’;‘(K\K )

+ R nen ‘ (16)

A - e 1
X kenker T Xiga + K Cbwsa , Xwksun 3'[‘2“"' ‘M“V\axk*ﬂ'\ )]

(17)
PK+—\|Vs+1 C - K (fv.w-\ i ;ﬁx-o—nx ) ‘M (*Kﬂ,’?unu« )1")&'«\»;
~ A T
g ["‘k('QK*“,XK-n\K)’M(tk*",’(K*‘nK)] +
(18)

* K(E\&#ﬂ

A T -
X wearw ) v Wakpm * 58 ('tK'Q‘\ f XK-M&K)

K(*K*"l)’zk’-\lk):’ PK*‘HK : MT(EK"/;‘(V"‘“‘K)'[ RVs-bA + (19)

- ~-~A
y M (’tK*“" QK-&'\IK )'PK-}'\IK M (s ,;(K-vnk)]

Die Vorteile dieses Verfahrens:

1. Es benotigt einen relativ geringen Rechenaufwand und er-

moglicht so "on line" Schatzungen.
2, Es liefert erfahrungsgemafl haufig gute Schatzwerte.

3. Aufler der Schatzung selbst berechnet das Filter noch Kon- .

fidenzintervalle filir die Schatzung.



Nachteil des Verfahrens

In die Herleitung gehen zwei wesentliche Annahmen ein.

a) Die Zustandstrajektorie, um die linearisiert wird, muff dicht
bei der tatsadchlichen liegen. Andernfalls wird der Fehler

der Taylorentwicklung unvertretbar grofB.

b) Die Anfangsverteilung und die bedingten Verteilungen sind
durch Normalverteilungen approximierbar. Trifft dies nicht
zu, dann ist in der Regel nicht gesichert, daf die Kalman-
gleichungen (6 ) fir das linearisierte System eine optimale
ILosung liefern und die Rechtfertigung zur Anwendung des Ver-

fahrens wird fraglich.

Bei einem linearen Filter wird mit einer Schatzung auch der
mittlere quadratische Fehler der Schdtzung berechnet, und die-

ser Fehler deckt sich mit dem empirisch ermittelten.

Beim EKF treten auf Grund der Annahmen a) und b) Modellfehler
auf, die in den Filtergleichungen nicht beriicksichtigt werden.
Ein empirisch ermittlter quadratischer Fehler ist damit in der
Regel grofler als der vom Filter berechnete. Wesentlich fiir die
Zuverlassigkeit eines EKF ist jedoch, daB diese beiden Fehler
etwa gleich grofl sind, daB also der vom Filter berechnete Feh-
ler Modellfehlér iiberdeckt.

Annahme a) kann man als gesichert betrachten, wenn die Kova-
"rianzmatrizen in den Filtergleichungen hinreichend grofi bzw.

klein sind (siehe Abschnitt 5.3).

Annahme b) ist nur mit Hilfe eines der in Abschnitt 3.beschrie-
benen Verfahren zur Berechnung der bedingten Dichte zu recht-

fertigen.

4,2 Das modifizierte Kalmanfilter mit Iteration (IKF)

Dies ist eine Variation des EKF, die dazu beitragen soll, Linea-
risierungsfehler in der MeBgleichung herabzusetzen. Dabei geht

A
man von der Annahme aus, daBl X, eine bessere Naherung
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fir X ist als 'QKJK~4 . Nachdem man also §u<\w berech-
net hat, linearisiert man v(tk, xk) neu um Xk, und 15st dann
die Gleichungen (17)-(19) noch einmal. Danach erhdlt man ei-

nen Schatzwert fir X0 der vermutlich noch besser ist als der
alte,und man kann wieder neu linearisieren. Das Verfahren

bricht ab, wenn sich aufeinanderfolgende Schatzwerte kaum noch
voneinander unterscheiden oder wenn erkennbar ist, daBf eine Kon-
vergenz der Schiétzungen fiir x_nicht eintritt. In diesem Fall
arbeitet das IKF wie ein EKF.

Das IKF unterscheidet sich vom EKF dadurch, daB Gl. (17) er-

setzt wird durch

’Yl;vﬂ = QK'QIK + K(tK(ﬂ;)'(ZK‘m(tK*".n;) =

X . (20)
- (M (tK'fﬂl’rz'\ ))( X vk "Q'\)) \ "=4‘2|"'

e
M A T Xkerwn

Fiir i=1 sind Gl. (17) und G1l. (20) identisch . Konvergieren die
Werte fiir m  so wird X, .« mit dem letzten berechneten Wert m e

gleichgesetzt.

4.3 Das modifizierte Kalmanfilter mit doppelter Iteration
( DKF)

Dies Verfahren erweitert das IKF, indem es die Gleichungen (15)
und (16) in die Iteration miteinbezieht: Hat man einen Filter-
wert ik+1/k+1 berechnet, so schliefft man zuriick auf einen Wert
iﬁ,k' der vermutlich eine bessere Nzherung fir X ist als ﬁk,k’
und wendet dann die Gleichungen (15)-(19) erneut an. Dies Ver-
fahren wird so oft wiederholt, bis sich aufeinanderfolgende

Werte fiir nicht mehr wesentlich voneinander unterschei-

N
xk+1,k+1
den, oder wenn nicht erkennbar ist, daB nacheinander berechnete

~
u i treb -
Werte fiir xk+1’ %id einem Grenzwert zustreben

Im Gegensatz zum IKF ist das DKF geeignet, zusdtzlich zu Lineari-
sierungsfehlern in der Mefigleichung auch Linearisierungsfehler

bei der Prddiktion auszugleichen. Die vollstadndigen Gleichungen
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fiir das DEIF lauten

"l\:-&« = Xprea1x + V\({K‘q"")(l‘f;)L‘zk-m(tm*«'n\')__ (21)

‘M(tKﬁ“ l”q \>< Qw*-\ (S "?;)]

Siva = Xuiw + SChw (%)L Moy, - K l (22)

xK-ﬁ‘\(K

A
X k+11w

M 4
?4 = X w K

Ewen

Wlbaen Bi) = % o V' Pl , XX Ak E (23)

tw

A
X K+1\w

% (tns §0) + P (hwen 2,0 (Rwi - F0) (2h)

K (tvesa "rl;l(f;) = pK+4|K . MT(tkv—yl’q\‘ ) E M((tw 4, 4];) &

. PK+1\K .k MT (tK-sdlle'\) - Rvg,.‘ ‘l—q (2'3)
Praain = P Clusa, b, ) Puie P lkucra b 50D
(26)
+ QKi»q
T - A
S (tv\‘ ?\3 = PK\K ¢ (tk*“'t“\| ?\) PKQ‘\\K (?7)
X K+ \ K+ < 'Ylg (28)
PK.-»‘\\Kw\ =L I—K(fK*ﬂ,”lc‘Tl)M(quql ’yl‘)] -
PV\*“‘K [ | - K(&K‘,.'"Yll'?q ) M(t&t«l IYl( )]T-l-
(29)

+ K (fugqq "VIQ' Y( ) RK.,,, KT(tv\vd"Vze. ‘g. )

Q - letzter Index der Iteration
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4.4 Das GauB'sche Filter 2. Ordnung (GSO)

Dies Filter unterscheidet sich vom EKF dadurch, dafl es beiden

Reihenentwicklungen von f, g und m quadratische Glieder beriick-
sichtigt, Wie beim EKF wird die Annahme gemacht, daB die bedingte
Verteilung eine Normalverteilung ist. Fiir die Filtergleichungen

wird die folgende Form vorausgesetzt:

Xkiw = A + Blaw ~mléw | Xwiwaa))

pK.w - C- ‘
Dann folgen aus der Gleichung (4a) die Filtergleichungen fir
das stetig diskrete Problem: Sei xk.k und Pk.k bekannt. Dann

lauten die Pradiktionsgleichungen
A X)) = PGt XUEND ok o 4 (PaA*)) aht, (30)
€ okea 2 E5E
A P4 LFCO Pr) «P) FT(1) « E(GOQU G (1) [ 2¢2) k3T
5 tw )t | (31)
wobei G(t) die endliche Taylorreihe fiir g(t, x(t)) darstellt,

und die Filtergleichungen

a ' G =4
Xk = QKIK-»\ * "Kik.a MT“K,;(‘&W..«)‘[— \/ 3 @

Y (32)
'(2K-MCQK’XK|K.4)‘§ pKlK-4 Dzm)

PK\K = PK”&_.‘ “PK“‘., 'MT (t‘<,;K|K~4) ' L \/G ]-"
o A CER o X i 5 I b i (33)

mit
G a
y = M(‘EK‘XKN\-")'PK\Kvﬂ MT(*KIQKU&.e)*"
« Ry +43(az"" Piai”‘")
(PI%D). = - O D (+ (B D)
P 5%& P(*);. . _— 2 | -
Qsa Vs Sws X(t) = X (t)




n

2
(P‘a"m);sa = Z o me (tx, xw) | .
Fven ) Xeg O X, X s Ruin.n
. (p ’ ' ' P ‘ ;.«VH n
( KK -A )‘1 ( K‘“")aV 1 T PR
il L=21,.... m
2 s 9 L
a - _ Z_ m(f\’\,xk ‘
R O x: 9 xj Y s

Das GSO liefert moglicherweise genauere Werte bei der Pradik-

tion und bei der Filterung als das EKF.

5 Anwendung der Verfahren aus Abschnitt 4 auf ein nicht-

lineares Beispiel

In Ver6ffentlichungen finden sich bisher nur Untersuchungen von
Filtermethoden an einfachen nichtlinearen Beispielen; so be-
trachtet Bucy /4/, /5/ nur lineare Systeme mit nichtlinearen
MeBgleichungen und Athans etal. /2/, /16/ vernachlédssigen ein

Systemrauschen.,

Es wurde daher hier ein Beispiel mit ausgeprédgten Nichtlineari-
taten gesucht. Das System sollte schwingungsfahig sein, um
Trajektorien iiber einen langeren Zeitraum verfolgen zu koénnen,
und das Systemrauschen sollte nichtlinear in die Gleichungen
eingehen. Zu untersuchen war, ob auch dann noch die Lineari-

sierungsmethoden aus Abschnitt 4 zu rechtferigen sind.

5.1 Das System

Das Beispiel sei ein nichtlineares Pendel.
C(? () = - 2am Cf (1) (freies System)

Die Pendelbewegung soll durch eine Kraft beeinflufit werden,
deren Starke proportional ist zur horizontalen Auslenkung

des Pendels und die den Charakter von weifem Rauschen hat.
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Zusatzlich sollen die Anfangswerte normalverteilte Grofen sein.,
Setzt man x4 =<f und X, =c% so ist die Pendelbewegung darstell-
bar durch das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

x, () = x,(+)

. : (34)
Xa (8) = = 2tm Xalt) ¢ - cos X a () w %)

mit w(t) weiBes Rauschen,

X, (0) = N (O0.5,0.1)

X, (6) = (O, 0.14)
x1(0)

x203)> seien unabhangig voneinander.

und w(t) und x(0) = <

Gemessen wird zu diskreten Zeitpunkten die horizontale Auslen-
kung des Pendels, die von einer N(O, Rk) verteilten Rausch-

folge v, iiberlagert wird.

k
2k = cos x(Ew) + vy (35)
Gesucht ist die Schatzung mit kleinstem Fehlerquadrat fiir

x1 und x2 o

%: Erdbeschleunigung
m: Pendelmasse

2 : Pendellinge

Q

Rin O[>

5.2 Die Darstellung des stochastischen Differentialgleichungs-

systems (34) auf einem Digitalrechner

Zur Anwendung von Filterverfahren miissen Systeme mit physika-
lischem Rauschen durch Gleichungen mit weifem Rauschen be-
schrieben werden (siehe Abschnitt 1). Umgekehrt entsteht jetzt

die Frage, wie man bei der Simulation von Systemen mit weiflem
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Rauschen auf einem Rechner das weifle Rauschen méglichst gut durch
einen physikalischen ProzeB approximiert. Im linearen Fall ist
das Problem gelést, wenn man in der Systemgleichung w(t) approxi-

miert durch den ProzeBf w 2% (%) , der wie folgt beschrieben

wird:

A
Sei 4. > O vorgegeben, Sei { Ww K= 4‘2,...} eine M(O, 1, )

verteilte Folge von Rauschzahlen. Sei w °* (t) definiert durch

A a
Y (t) = wy fiir K- a, €t ¢« (K+4) .4,
) Aa
Es gilt 2im W ()= wt) .
A0

Bei nichtlinearen Systemen ist es nicht trivial, daf man w(t)

durch w %" (%) ersetzt und
ARG - pt, X)) + glt, KGO w (W) (35)
At

als Approximation fiir x(t) in Gl. (1) auffaBt. Es gilt jedoch

der Satz von Wong-Zakai /17/, der hinreichende Bedingungen da-
fir gibt, wann die Ersetzung mdglich ist. Diesem Satz zufolge

ist eine Diskretisierung von Gl. (34) erlaubt.

5.3 Bemerkungen zur Realisierung von Filtern

Folgende Parameter haben EinfluBf auf die Wirkungsweise eines

Filters:

Q : Kovarianzmatrix des Systemrauschens bzw. ¢ in Gl. (34)

R : Kovarianzmatrix des Mefirauschens

P0 : Kovarianzmatrix des Anfangswertes

4, : Kenngrofle fiir die Approximation des weifien Rauschens,
siehe Gl., (36)

q, : Zeitintervall zwischen zwei Messungen

und die spezielle Wahl von Trajektorien der Rauschprozesse,
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a) Die Wahl von Po, Q und R bestimmt bei Filtern die GroRe des Feh-
lers, den das [Filter ermittelt, aber auch die GrofBe von Modell-
fehlern (siehe Abschnitt 4.1). Fiir grofe Werte von Py, Q und R

wird der berechnete Schatzfehler grof.

Da der Einfluff von Linearisierungsfehlern von der Grdfle bestimm-
ter Ableitungen und von der Grofle der berechneten Schatzvarianz
abhdangt (vgl. z.B. die Filtergleichungen fiir das EKF (15)-(19)
und das GS0(30)-(33)), verursacht ein grofier Wert P_ auch gros-
se Modellfehler, wogegen grofere Werte fiir R und Q geeignet sind,
Modellfehler zu iiberdecken. Bei diesem Beispiel wurde der Ein-
fluf von Po nicht untersucht, sondern es wurden Werte angenom-
men, die gute Filterergebnisse lieferten, wenn der giinstigste
Startwert fiir die Realisierung von (34 ), der Erwartungswert, ver-
wendet wurde. Untersucht wurde hingegen der Einflufl von R und Q.
Das Filter wird gut arbeiten, wenn Q und R hinreichend grof}

sind, daf Modellfehler nicht ins Gewicht fallen, aber wenn sie
auch so klein sind, daB das Filter hinreichend kleine Schatzfeh-

ler berechnet.

Im Beispiel wurden die folgenden Werte verwendet:

R = 0,0005, R = 0,001, ¢c = -0,1 oder ¢ = -0,2 , d.h., daB das
Systemrauschen grofl im Verhédltnis zum Pendelausschlag, das ﬁeﬂ-
rauschen aber relativ klein gewdhlt wurde. Dabei wurde nicht ver-

sucht, die "optimalen" Werte von R und ¢ zu finden.

Zusatzlich wurde die Abtastzeit A.z verédndert. Eine Vergrofierung

von 4 o bewirkt vermutlich einen grofBeren Linearisierungsfehler.

Fir 4 , wurden die Werte A 5 = 0,1, A, =0,2, und Az = 0,h4

verwendet; & 5 ist also in jedem Fall wesentlich kleiner als
die Schwingungsdauer des Systems.

b) Fiir die Wahl von 4 1 waren kleine Werte'angebracht, um das weis-
se Rauschen gut zu approximieren. Praktisch ergibt sich eine un-
tere Grenze fiir 431, da hdufiges Berechnen von Zufallszahlen den
Rechenaufwand erheblich vergrofern. Es erwiesen sich die Werte

A.l = 0,01 und & o = 0,05 als sinnvoll.

Auferdem wurde erreicht, daB die Folgen von Zufallszahlen repro-
duzierbar waren und so fiir alle Filterrealisierungen die die glei-
chen Rauschfolgen verwendet werden konnten. So war schon nach ei-
nem Lauf ein Vergleich verschiedener Verfahren moglich und der

Einflufl von Parametern erkennbar.



Um statistisch gesicherte Urteile iiber die Giite von lilter-
verfahren fallen zu konnen, mufl man iiber mehrere Realisierun-
gen derr IFilter mitteln. Wieviele Realisierungen zu dieser
Mittellung notig sind, hangt ab von dem Konfidenzintervall,
das man als zuladssig betrachtet und von der Gestalt der be-
dingten Verteilungen, ist also schwer zu bestimmen. Mit 50
Realisierungen ist vermutlich die Mindestanforderung erfiillt,
die man stellen mufl, um qualitative Aussagen iiber das Vefhal—
ten von Filterverfahren zu machen, siehe Bucy /5/.

Zusammenfassung: Variiert wurden die Parameter c, A'i’ A'z
und R.

5.4 Filterergebnisse fiir das Pendel

In den folgenden Abbildungen sind Realisierungen des Losungs-
prozesses von Gl., (34) iiber der Zeit aufgetragen (glatte Li-
nie). AuBerdem sind eingezeichnet die zugehorigen Schédtzkur-
ven ("+") und um die Schiétzkurven die Konfidenzbereiche ("0"),
deren Grenzen sich aus den‘von den Filtern ermittelten Kova-

rianzmatizen ergeben.

Da es sich bei allen Filtern um suboptimale Filter handel%,
stimmen die geschatzten Kovarianzen nicht mit den tatsédchli-
chen iiberein (siehe Abschnitt 4.1). Dennoch sind sie als MaB

fiir die Zuverlassigkeit von Filtern geeignet.

Der Beurteilung von Schédtzverfahren wurden folgende Kriterien

zugrundegelegt.

1. Ein Filter arbeitet unzuverlédssig, wenn die Pendelkurve
vorwiegend auBerhalb der Konfidenzintervalle verlduft

(Zuverlassigkeitstest).

2., Ein Filter divergiert, wenn ein Zusammenhang zwischen
Pendelkurve und Schdtzkurve nicht erkennbar ist ("Weg-

laufen'" oder Verlauf in entgegengesetzter Phase).

Fiir die Anwendung eines Filters ist es auBerdem wesentlich,

daB es hinreichend kleine Schatzvarianzen berechnet.
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Die Ilurven sind teilweise iliber 50 Laufe gemittelt, groBten-
teils aber sind sie Ergebnisse von Einzellaufen. Es hat sich
gezeigt, dafl sich zusammenfassende Urteile iliber ein Iilter-
verfahren bestenfalls auf Grund von gemittelten [Turven bil-
den lassen. Jegen des hohen llechenaufwandes wurden jedoch bis-

her nur wenige gemittelte Kurven aufgenommen.
Es seien nur einige typische ['ilterergebnisse beschrieben:
a) Ergebnisse des EKF fiir den Pendelausschlag

Die Abbildungen 1 und 2 zeigen das Verhalten eines EKF bei
verschiedenen Realisjierungen des Systemrauschens. In beiden Ab-
bildungen fallt die Umgebung von t=2 auf: Dort berechnet das
Filter sehr grofe Konfidenzintervalle. Bei genauerer Untersu-
chung der MefSigleichung ergibt sich, daB in gewissen Zeitab-
schnitten die Koeffizienten der linearisierten Gleichung ver-
schwinden und somit das MeBergebnis unabhéngig ist von den Zu-
standsgroBen. In diesen"kritisghen" Intervallen wird das linea-
risierte System also nicht beobachtbar. Aufier bei t=2 tritt
diese Erscheinung abgeschwdcht auf um t=5, t=8, usw. Im fol-
genden wird dann von 'Nichtbeobachtbarkeitsstellen'" gespro-
chen. An diesen Stellen wird der Einflufl vernachléadssigter
nichtlinearer Terme wesentlich. In Abb, 1 ist das Filter of-
fensichtlich in der Lage, diese Situation zu iiberbriicken; die
Pendelbewegung wird gut verfolgt und lediglich an Nichtbeob-
achtbarkeitsstellen wird die Schadtzung unsicher. Das gleiche

Filter hingegen divergiert in Abb. 2,

Die Divergenz verschwindet, wenn man bei sonst gleichbleiben-
den Parametern ein System mit verdoppelter Rauschkovarianz
beobachtet, siehe Abb. 3 . Das EKF liefert dann gute Schatzun-
gen, die lediglich an kritischen Stellen unsicher werden. Das
grofe Systemrauschen, dessen Streuung maximal 40 % des Pen-
delausschlags betragt, iliberdeckt offenbar den Einflufl von
Nichtlinearitdten (siehe Abschnitt 5.3). Die Divergenz von
Abb. 2 wird ebenfalls aufgehoben, wenn man die Abtastzeit ver-
doppelt, siehe Abb., 4 . Erklarung: In kritischen Intervallen

werden weniger irrelevante Daten ausgewertet.
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Abb. 5 zeigt allerdings, daBl eine Verstarkung des Systemrau-
schens oder eine Vergroferung der Abtastzeit nicht immer Di-

vergenz verhindert.

Zusammenfassung der Ergebnisse aus LEinzelldufen: Wesentlich
fiir das EKF ist es, ob und wann Nichtbeobachtbarkeitsintervalle
auftreten. Es ist kaum vorherzusagen, wie es sich dort verhalt;

entweder divergiert es, oder es liefert gute Schdtzwerte.

Um zu einem eindeutigen Ergebnis zu kommen, seien einige ge-

mittelte Filterkurven angefiihrt.

Abb., 6 zeigt, daB das EKF im Mittel ein zuverlidssiges Filter

mit zufrjiedenstellender Schatzgenauigkeit ist. Nach Durchlau-
fen mehrerer kritischer Stellen verschlechtern sich die Schatzun-
gen allerdings. Der Einflufl von Nichtbeobachtbarkeitsinterval-
len ist nur anfangs noch zu erkennen, mit der Zeit errechnet

das Filter fast konstante Konfidenzgrenzen.

Bei verdoppelter Abtastzeit, Abb. 7, stellt man wieder fest,
dafl sich der Einflufl von kritischen Intervallen verringert

und daB das Filter zuverladssiger wird. Bei verdoppelter Va-
rianz des Systemrauschens hingegen wird das Filter im Mittel

wesentlich schlechter, siehe Abb. 8 .

Nach einer Periode bewegt sich die gemittelte Kurve nur noch
schwach um den Nullpunkt, ein Anzeichen, daB etwa 50 % der

Schatzungen divergieren.

Offensichtlich hangt es sehr von der Wahl der Systemparameter
(Abtastzeit, Rauschgréfen usw.) ab, ob ein EKF zuverlédssig
ist oder nicht. Dabei erschwert es das Auftreten von Nichtbe-
obachtbarkeitsstellen, allgemeine Grenzen fiir die Anwendung

anzugeben.

b) Vergleich von EKF mit den iibrigen Filtern fiir den Pendel-
ausschlag

Abb. 9 zeigt, daB das IKF fiir das gleiche System wie in Abb. 2
ebenfalls divergiert und daB die Divergenz auch nach einem
kritischen Intervall auftritt. Dennoch liefert das IKF im ge-
samten Beobachtungszeitraum durchschnittlich gilinstigere Schédtzun
gen als das EKF in Abb. 2 . Auch in Abb. 10 zeigt sich das
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IKF dem LEIIIF in Abb. 5 iiberlegen. Zum Vergleich dazu erweist sich
ein DKF in Abb. 11 als nicht so gilinstig: Nach der 2. kritischen

Stelle verfolgt das Filter die Pendelbewegung nur noch schwach.

Abb. 12 und 13 zeigen, daBl ein GSO in beiden F&dllen besser ar-
beitet als die ilibrigen Filter: Das Filter berechnet recht gute
Schatzwerte und relativ kleine Konfidenzgrenzen. Allerdings be-
inhalten die Schatzwerte systematische Abweichungen, denn die
Schatzkurve ist gegeniiber der Pendelkurve nach links verscﬁoben.
Eine Verdopplung der Abtastzeit bewirkt beim GSO deutlich eine

Verschlechterung der berechneten Schatzgenauigkeit.

Zusammenfassung filiir die Einzell&dufe: Das IKF arbeitet vermutlich
etwas glnstiger als ein EKF wdhrend ein DKF zur Schatzung unge-
eignet erscheint. Deutlich ist das GSO den iibrigen Filtern iiber-

legen.

Betrachtet man gemittelte Kurven, so bestatigt Abb. 14 nicht,

daB ein IKF besser ist als ein EKF vgl. Abb. 7 . Beide Filter
berechnen etwa gleichgrofBe Konfidenzintervalle, und die Schatz-
kurven unterscheiden sich nur geringfiigig voneinander. Hingegen
zeigt Abb. 15, dafl das DKF in der Tat zur Schatzung ungeeignet
ist. (Es sei hier daran erinnert, daB DKF und IKF auf unterschied-

liche Weise iterieren!).

DaB ein GSO auch im Mitt~l den anderen Filtern iiberlegen ist,
zeigen die Abb. 16 und 16a. Die Schitzungen sind recht genau und
besitzen kleine Konfidenzgrenzen. Allerdings treten wieder syste-
matische Abweichungen auf, die sich bei verstarktem Systemrauschen

vergrofern.
c) Filterergebnisse fiir die Winkelgeschwindigkeit

Die Abbildungen 17, 18, 19, 20, 21, 22 zeigen typische Filterer-
gebnisse. Zusammenfassend gilt, daB Aussagen, die fiir den Pendel-
ausschlag zutrafen, auch fiir dessen Ableitung gelten. Zusdtzlich

ergibt sich

1. Das Systemrauschen hat einen wesentlich gréfieren Einflufl auf
die Winkelgeschwindigkeit des Systems als auf den Winkel selbst
Daraus ergeben sich ein unregelmidfBigerer Kurvenverlauf und

unsicherere Schatzwerte.
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Schatzungen sind auferdem unsicherer, da in die MeBgleichung

nur der Pendelausschlag und nicht seine Ableitung eingeht.

Die Uberlegenheit des G350 7zeigt sich noch deutlicher als beim

Pendelausschlag.

Zusammenfassung

Die an dem Beispiel (3%4) und (35) gewonnenen Erfahrungen lassen

sich wie folgt zusammenfassen:

1.

2.

Das EKF ist ein brauchbares Filter, das jedoch nicht immer
zufriedenstellt, besonders nach lédngerer Beobachtungs=zeit.

Seine Zuverlassigkeit muf3 im Einzelfall nachgepriift werden.

Das IKF ist kaum, das DKF ist nicht geeignet, die Ergebnisse
des EKF zu\verbessern. Dies Ergebnis unterscheidet sich von
dem von Wishner, Athans /16/ und Sorenson /1/, die an nicht-
linearen Beispielen 1. und 2. Ordnung feststellten, daf das
DKF sowohl dem EKF als auch dem GSO iiberlegen ist. Wesentli-
cher Unterschied der dort untersuchten Beispiele zu dem hier
gewahlten ist, daB jene kein Systemrauschen enthalten (Soren-
son; Athans, Wishner), daB keine Nichtbeobachtbarkeitsintér-
valle auftreten (Athans, Wishner) und daB die Systemgleichun-
gen linear sind (Sorenson). Sorenson beobachtete hingegen
auch ein Versagen des DKI', wenn er quadratische Terme in den
Systemgleichungen beriicksichtigte. Offenbar ist eine Verbes-
serung von Filterergebnissen durch Iteration nur bei einfachen

nichtlinearen Beispielen moglich.

Das GSO arbeitet besser als die iibrigen Filter EKF, IKF und
DXF. Der Grund hierfiir ist, daB in den '"linearisierten' Glei-
chungen keine Nichtbeobachtbarkeitsintervalle auftreten. Die
Schatzwerte sind allerdings mit einem systematischen Fehler
behaftet, der sich mit der Beobachturgszeit und mit dem System-
rauschen vergrofBert. Diese Erscheinung tritt auch auf in dem
Beispiel von Sorenson. Sorenson beobachtet auflerdem, dal ein
GSO unter Umstidnden versagt, was an dem hier untersuchten Dei-

spiel nicht bestatigt wurde.
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Offenbar ist es kaum moglich, allgemeingiiltige Urteile uiber ein
Filterverfahren zu fédll:. Wesentlich an dem hier betrachteten
Beispiel ist das Auftreten von Nichtheobachtbarkeitsintervallen,
das die wesentliche Ursache fiir das Versagen von Filtern ist.
Diese Erscheinung, der in der Literatur bisher wenig Aufmerksam-
keit g 'schenkt worden ist, wird wesentlich, wenn bei komplizier-
ten Systemen die Existenz und der EinfluBl von kritischen Stellen

nicht einfach vorherbestimmt werden kann.
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